RUMGEOMETRI-programmet D3GEO til TI-82 og TI-83

Af Frans Morville.
Programmet har menuer i to niveauer organiseret efter de oplysninger, der opgivet (kendte) og som
skal bruges i beregninger. Overskrifterne (menu-punkterne) forteller, hvad der skal indlaeses.

1. Vektor,...
1. 2 Vektorer
Udskrives: Krydsprodukt, areal af parallelogram, prikprodukt, leengde af hver af de to
vektorer,
Vinkel mellem vektorerne, projektion af den farste vektor pa den anden.
2. Vektor+Plan
Indlaeses: Vektor a, normalvektor n=(a,b,c) for planen
Udskrives: a’ s projektion pa planen.
3. n-vektor + Punkt
Indlaeses:Normalvektor n=(a,b,c) for plan, punkt (X, Yo, Zo) i planen.
Udlases: ligning pa formen ax + by + ¢z + d = 0 for planen gennem (Xo, Yo, Zo)
vinkelret pa n.

4. 2 r-vektorer + Punkt
Indlaeses: punkt (Xo, Yo, Zo) i planen, og to retningsvektorer for den
Udlaeses: ligning pa formen ax + by + ¢z + d = 0 for planen gennem (Xo, Yo, Zo)
med de to angivne retningsvektorer.
Specialtilfeelde: de to retningsvektorer parallelle.

. Punkter alene
1. 2 punkter

Udskrives: (retnings)vektor AB, afstand, midtpunkt.

2. 3 punkter
Udskrives: Vinkler, sider, normalvektor, areal af trekant, ligning for plan gennem
punkterne.

Specialtilfeelde: de tre punkter pa linje.

. Linjer, planer, punkter

1. Linje + Linje
Udskrives: afstand , punkter pa feelles normal (ved vindskave linjer).
Specialtilfeelde: sammenfaldende linjer, parallelle linjer,
skeerende linjer (skaringspunkt samt vinkel udlaeses)

2. Linje + Plan
Udskrives: skeringspunkt, vinkel mellem plan og linje.
Specialtilfeelde: Linje parallel med plan

3. Linje + Punkt
Udskrives: afstand, projektion af punktet pa linjen, ligning for planen gennem linjen og
punktet.
Specialtilfeelde: punktet beliggende pa linjen.

4. Plan + Plan
Udskrives: parameterfremstilling for skeeringslinje, vinkel mellem planer.
Specialtilfeelde: parallelle planer.

5. Plan + Punkt
Udskrives: afstand, projektion af punktet pa planen

6. Plan (+akser)
Indlaeses: ligningen for en plan.
Udskrives: planens skaringspunkt med x-aksen, med y-aksen og med z-aksen (hvis de
findes)



Kugle,...
1. Ligning
Indlases: koefficienterne a, b, ¢, d i ligningen x* +y?+z*+ax+by+cz+d=0
Udskrives: Centrum og radius (hvis muligt)
2. C +R + Linje
Indlaeses: Centrum og radius for kugle, parameterfremstilling for linje.
Udskrives: Eventuelle skeeringspunkter.
3. C+R+Plan
Indlaeses: Centrum og radius for kugle, ligning for plan
Udskrives: radius og centrum for eventuel skaerings-cirkel

MENUER OG INPUT

Programmet har menuer i to niveauer organiseret efter de oplysninger, der opgivet (kendte) i
opgaven.

Farst veelges mellem hovedpunkterne

1. Vektor, ...

2. Punkter alene

3. Linjer, planer, punkter

4. Kugle, ...

Dernaest vaelges mere praecist, hvad der er kendt.

Man indtaster de kendte starrelser, og far udleast en raekke oplysninger, der kan beregnes ud fra det
indtastede. Ved opgavelgsning ma man udvelge blandt de udskrevne beregningsresultater.

OUTPUT
En kort ledsagende tekst udskrives far hvert tal-resultat.
Beregningsmetoden angives heri ofte ved henvisning til en formel i formelsamlingen for det 3-arige
forrlab til hgjniveau i matematik: (80) betyder formel 80 i denne formelsamling.
Ellers kan beregningsmetoderne findes i denne eksempelsamling, som er ordnet efter programmets
menuer.
Hvis der under beregning af en afstand udskrives
DIST?
5

betyder det, at kvadratet pa afstanden er 5, dvs. at afstanden er J5

Ofte udskrives p& denne méde (med X?) kvadratet pé resultatet i stedet for det gnskede resultat,
eller inden det gnskede resultat, idet leengder og arealer ofte er kvadratroden af hele eller rationale
tal, nar man som input angiver hele eller rationale tal.

Lommeregnerens tegnset tillader jo ikke matematisk korrekt udskrivning.

N Kkan f.eks. betyde |n|

AB kan betyde |AB| eller AB (se om resultatet er et tal eller har tre koordinater)

N.P1P2 kan betyde n-PP, o0.s.v.

Der henvises til beskrivelsen af de enkelte programafsnit for en neermere forklaring.

| tilfelde af leengere beregninger, der kraever mellemregninger, indledes ofte med en overskrift, pa
en ellers tom skeerm, inden mellemresultater og slutresultat udskrives, f.eks. VINKEL:

Under menupunktet 72 Vektorer” udskrives nogle mellemresultater ved beregning af vinkel og
projektion. Under de gvrige menupunkter udskrives ikke netop disse mellemresultater.
BETJENING AF TASTATURET UNDER UDSKRIFT

Man kommer videre med (mellem)resultaterne med Enter-knappen.

Nar der udskrives vektorer som resultat, ser de f. eks sadan ud:

{872/243, 542/243 , -786/243}



Sadanne resultater er udskrevet med ordren “Pause”, hvilket betyder, at hvis man ikke kan se hele
resultatet pa skeerm-linjen, kan man med hgjre-piletasten synliggare det, der ligger leengere ude. Det
skal geres inden man med Enter-tasten fremkalder de naste resultater.

Hvis man gnsker at afbryde en programkarsel, kan det ggres med On efterfulgt af Quit.

Trykker man Enter efter tilendebragt programkarsel, gentager Texas den sidst udfgrte ordre, d.v.s.
D3GEQO’ s hovedmenu fremkommer igen.

LINJER
Der anvendes parameterfremstilling dvs. der ind-eller udlaeses et fast punkt (X, Yo, Zo) 0g en
retningsvektor (ry, rz, r3). Ved indlaesning sparges i begge tilfeelde efter X? Y? Og Z?
Koordinatakserne: x-aksen bestar af punkter (x,0,0) og er karakteriseret ved y=0 og z=0. |
programmet kan fglgende parameterfremstillinger bruges for de tre akser:

x-akse: (x,y,2) =(0,0,0) +t(1,0,0)

y-akse: (x,y,2) =(0,0,0) +t(0,1,0)

z-akse: (x,y,2) =(0,0,0) +t(0,0,1)
PLANER
Der anvendes ikke parameterfremstillinger for planer i programmet, kun ligninger pa formen
ax+by+cz+d =0.
Kendes en parameterfremstilling med et fast punkt og to retningsvektorer for planen, kan ligningen
findes ved hjeelp af programpunkt 1.4: VEKTOR,... | 2 r-vektor + punkt.
Koordinatplanerne: ~ xy-planen betar af punkter (x,y,0) og er karakteriseret ved z=0, hvilket
mere klodset kan skrives Ox + 0y + 1z + 0 =0.
| programmet kan koordinatplanernes ligninger ax+by+cz+d=0 indtastes med nedenstaende
koefficienter:

a b c d
XY-plan 0 0 1 0
XZ-plan 0 1 0 0
YZ-plan 1 0 0 0

DETALJERNE | D3GEO
Programmets virkemade beskrives gennem eksempler pa lgsning af opgaver.

1. VEKTOR,....
Opgave 1.1. 2 Vektorer

Der er givet vektorerne a=(3,2,1) og b=(3,4,5). Beregn axb , arealet af parallelogrammet
udspaendt af a og b, vinklen mellem a og b, og a’s projektion pa b

OPLYSNINGERNE INDTASTES:

i A Vektor
ek tlrer w=73
=PUHHTEE ALEME tVektOr + FLan .
3=LIHJEE PLHHEE: Jin-wekt + Punktit 2=71
4: KUGLE » 412 r—wekt +Punk E_EEHtDP
\="7d
2=75
UDSKRIFT: FORTOLKNING:
a s h

G -1z E.}E gl><5=(3,2,1)><(3,4,5)=(6,—12,6)
ta w biE s1s|  Parallelogrammets areal:

& ?5.59593545 |5><5|=x/216 =14,6969




VIMKEL e3>
s-b 22|  Til bestemmelse af vinklen, v, mellem a og b bestemmes
& 14 a-b=22
bt - c
sa| [a=+v14, /=50
cosoli= a-b 29
e () P =08315 hvoraf v=3374°
33, 74451333 allb V14+/50
a PROT b 01?1 . Z.5. 29
{33725 44-25 11.| gz; = |”|2 b=--(345)=(3.%.4)  (=a's projektion P& b)
b

Opgave 1.2. Vektor + Plan
Beregn projektionen af a=(3,2,1) pa planen 4x+2y+3z-8=0.

ﬁ_g%ﬁt En normalvektor for planen er n=(4,2,3).
=53 Denne bruges i formlen

Z=71 - =

IS A, =a-— aﬁ-zn n, og man far

=72 n

Z=731

A PEOJ PLAM <7392 1 20 _ 28

1R85 BEHCT37 ] vektoren (5.5 -%)

Opgave 1.3. n-vektor + Punkt
Find en ligning for planen vinkelret pa vektoren (4,2,3) gennem punktet (6,7,8)

Idet normalvektoren n = (a,b,c)=(4,2,3) og punktet (x,y,z) =(6,7,8)
opfylder planens ligning ax+by+cz+d=0, isoleres og beregnes d=-
(ax+by+cz)=- 62 . Dvs. planen ligning er 4x+2y+3z-62 =0

FLAM:
antb'+c2+od=0
ta-b.cad?

4 2 3 823

Opgave 1.4 2 r-vektorer + punkt
Bestem en ligning for planen med parameterfremstillingen (x,y,z)=(6,9,4)+s(3,2,1)+ t(3,4,5)
|HEH’E'5 & -2 6::-| Idet punktet (x,y,z) =(6,9,4) og normalvektoren n = (3,2,1) x
1 (3,4,5) = (a,b,c) = (6,-12,6) opfylder planens ligning

ax+by+cz+d=0, isoleres og beregnes d = - (ax+by+cz) = 48.
Planens ligning er derfor

6x -12y + 62 + 48 = 0.
(Den kan i gvrigt forkortes med 6 til x-2y+z+8=0)
Specialtilfeelde: Hvis de to retningsvektorer er parallelle, udspander de ingen plan. Programmet

udskriver
"PAA LINJE” . Prav f. eks. (x,y,2) =(2,2,2) +s(1,0,0) +1(3,0,0)

FLAM:
an+bY+cZ+d=a
tasbacad}

{6 -12 & 422

2. PUNKTER ALENE

Opgave 2.1 2 Punkter
Punkterne A(6,7,8) og B(6,9,4) er givet.. Bestem en parameterfremstilling for linjen gennem A og
B, beregn afstanden mellem de to punkter og find deres midtpunkt

rovekt L8222 ¢8R Som retningsvektor kan bruges AB = (6,9,4) — (6,7,8) = (0,2,-4),
ABE (592 T 2E1 og som fast punkt A: (x,y,z) = (6,7,8) + 1 (0,2,-4)
AE Afstand: |AB| =20 = 4,47
d, 472135955 )
HIDTPUHHT{&EE)E} Midtpunkt (6,8,6) (beregnet som Y2[(6,7,8)+(6,9,4)]




Opgave 2.2 3 Punkter

Punkterne A(6,7,8) , B(6,9,4) og C(7,5,9) danner en trekant.. Beregn vinkler og sider i trekanten
samt trekantens areal, og bestem en ligning for den plan, de tre punkter ligger i. Bestem desuden
punktet, D, sa firkanten ABCD er et parallelogram.

WIMELEE i -

136,9112769 | AB.AC

14.36321743  Vinklen A=cos” =136,91°, B =14,96°,

28, 1255057 ‘AB AC
=
za|  C=28,13°
BLE 42| (brugevt. 2 punkter” og "2 vektorer” for mellemregninger)
CRz 6 Sidelaengderne beregnes med afstandsformlen til
|AB|=+20, [BC|=+42, |CAl=+6

n=AE ¥ AC

LB -4 -2 Idet ABx AC =n = (-6,—4,—-2) kan trekantens areal beregnes som
SKant - Lz . o .
= ares 14| det halve af denne vektors leengde, og vi far arealet til V14 .

FLAM: : -
?ETETE?E;T‘*‘E’ Idet punktet A=(x,y,z) =(6,7,8) og normalvektoren n = (a,b,c) = (-
L8 "4 "2 BB g 4 -2) opfylder planens ligning ax+by+cz+d=0, isoleres og
beregnes

D=-(ax+by+cz)=80. Planens ligning er derfor

Ear..LDEPaH 6x -4y - 27 +80=0

ir 3 13 -
C Hvis ABCD er et parallelogram, er AD = BC (se. figur).
B Vi far heraf,
(d,,d,,d;)—(6,7,8) =(7,5,9) - (6,9,4)
D dvs.
A D=(d,,d,,d;)=(7,313)

Specialtilfeelde: Hvis de tre punkter ligger pa linje, er der uendelig mange forskellige planer, der
indeholder de tre punkter. Programmet udskriver "PAA LINJE”. Prgv f. eks. (2,0,0) , (3,0,0) og
(5,0,0).

3. LINJER, PLANER, PUNKTER

Opgave3.1a  Linje + Linje (sammenfaldende)
Bestem den indbyrdes beliggenhed og afstanden mellem de to linjer L; og L, med nedenstaende
parameterfremstillinger

Li: (xy,2=(2,2,0) +t(1,1,0) Lo: (x,y,2)=(5,5,0) +t(3,3,0)

Betegnelser: Linjen L. P1=(2,2,0), r;=(1,1,0); Linjen L. P,=(5,50), r,=(3,3,0)
F1FZ = El}i r.ogr, er poara_lllelle, idet deres krydsprodukt er beregnet til (0,0,0)
=l ¥ P (Det ses ogsa direkte at r, =3 ry)

FIPZ H{El @ 8 Desuden er TP;: (3,3,0) parallel med r; (kan igen ses af

LisLz SAMHENEALD krydsproduktet PP, xr, = (0,0,0) eller ses direkte)

Derfor ligger P, pa L; og dermed er L; og L, sammenfaldende
Afstanden er derfor 0.



Opgave 3.1b  Linje + Linje (parallelle)

Bestem den indbyrdes beliggenhed og afstanden mellem de to linjer L; og L, med nedenstaende

parameterfremstillinger

Lo (xy,2=(1,2,4) +1(3,2,1) Lo: (xy,2)=(6,7,8) +1(6,4,2)

EEEEHHD: il rpogr; erparallelle, idet deres krydsprodukt er beregnet til (0,0,0)
5 5 43| (Detsesogsadirekte atr, =2 ry)

h=rl X r2 o o E=£5,5,4) er ikke parallel med ry idet
FIFZ » rl PP, xr, = (-3,7,-5) # (0,0,0)

=1
'gé,i,'@i?ﬂﬁﬂ&',sﬁhh% P, ligger derfor ikke pa L;

Dorne|  Afstanden kan beregnes ved at finde afstanden fra P, til Ly
(I opgave 3.3 nedenfor er den beregnet til \/%)

Opgave 3.1 ¢ Linje + Linje  (vindskave)
Beregn afstanden mellem de to linjer med parameterfremstillingerne
xy,z)=(1,24)+1t(3,21) og (xy,2)=(1,34)+1t(3,45)

Betegnelser: Linjen L. P1=(1,2,4), ri=(3,2,1); Linjen L. P,=(1,3,4), r,=(3,4,5)

£ Al | n=rixr=(321)x(345) =(6-12.6)
@ 1 @] Dadenne vektor ikke er (0,0,0) er linjerne ikke parallelle.
nErl WEE o | ldet BP, = (L34)-(12,4) = (010) fas
n.F1F2 —_
-12] n-PP,=-12, og
z ﬁ‘:«/ZlG
] 216 ‘
dlst® 822 -| Vifarnu - formel (82) -
dl=t PP
=" .sle4sesses| Rkl -12 2
dist(l,,1,)=—=—-= =,/—=0,816
‘n V216 V3
w&m il Da afstanden er stgrre end O skeerer linjerne ikke hinanden. De er
EETHR o1 oo vindskave. (Om punkter Q;09Q; , se evt. side 12)

Opgave 3.1d  Linje + Linje (skerende)

Beskriv den indbyrdes beliggenhed og afstanden mellem de to linjer L; og L, med nedenstaende
parameterfremstillinger

Li: (xy,2=(2,2,0) +1(1,1,0) Lo: (xy,2)=(5,0,0) +1(2,1,0)

dIst EI| Efter mellemregninger svarende til opgave 3.1.c ovenfor, findes
at linjerne ikke er parallelle, og at deres afstand er 0. Det betyder
at linjerne skeerer hinanden
L1 SKRER_LZ i 3 i i
el e Skoaerl_ngspunktet S mellem L; og L, beregnes pa en lidt speciel
FLAH made:
£13 s B il gl Planen gennem P, med retningsvektorerne r, og n kaldes p.
-2 @x| B indeholder linjen L, og dermed ogsa punktet S.
Da S ligger i bade L; og i B, seger vi S, hvor L; skerer B.
FLAM: _ (Se evt. figur/model pa sidste side i disse noter).
e Som normalvektor for B kan bruges n x r, = (1,-2,0) og da
L1 -2 B =3k Py(5,0,0) ligger i B, far vi som ligning 1(x-5) — 2(y-0) +0(z-0)=0
d.v.s. x-2y-5=0

Metoden til at finde skaringspunkt mellem linje og plan (her L; og
S mer—E L : B) er forklaret nedenfor i opgave 3.2 (med andre tal).
i-5 -5 a::-| I neerveerende opgave findes efter nogle mellemregninger
skeeringspunktet (-5,5,0) som sa ogsa ma veere punktet S, hvor

6



L, skeerer L,

EéHHEH S Endelig beregnes vinklerne mellem de to skaerende linjer L; og L:
i " Der er to vinkler, en spids og en stump. Den ene af dem findes som

12. 43494852 i i :
ELLER Iam-u vinklen meﬂlem de to retningsvektorer:

161. 5658512 r.r

Done|  v=cos™(2-2)=18,43°
rl r2
Den anden er 180°-v = 180°-18,43° = 161,57°

Opgave 3.2 Linje + Plan

Find skaeringspunktet mellem linjen, L, med parameterfremstillingen (x,y,z) = (1,2,4) +t (3,2,1)
og planen med ligningen 4x+2y+3z+8 =0. Beregn desuden den spidse vinkel mellem linje og

plan.

SkARER LIM.J.FLAM:
Lk

19

-8

-282-19

t.=

SKasr—-punkt.
T-B53<19 -13-19

WIHKEL:
ML. + 06 n

19. 445825999
LINJ-PLAH !98-4}!

76, 55374001
Oore

Linjens parameterfremstilling, x=1+3t, y=2+2t, z=4+t, indsettes
i planens ligning, 4x+2y+3z+8 =0, og vi bestemmer t:

4(1+3t) + 2(2+2t)+3(4+1)+8 =0

19t=-28

Da der er én lgsning er der ét skaeringspunkt, og det findes ved at
indsaette t=-28/19 i linjens parameterfremstilling.

Skeeringspunktet bliver

(_ﬁ_ﬁ ﬁ)
19 191! 19

Vinklen mellem linjens retningsvektor, r=(3,2,1) og planens
normalvektor n = (4,2,3) bestemmes farst:
v =cos™ (ﬂ) =19,4°

rn‘

Den spidse vinkel mellem linje og plan er [90° —v| =90°-19.4° =
70,5°

Specialtilfelde: Hvis nr =0, ligger linjen i planen, eller ogsa er linjen parallel med planen. |
begge tilfeelde udskriver programmet "PARALLELLE. BRUG Plan + Punkt”. Med menupunktet
Plan+Punkt (se opgave 3.5 nedenfor) kan man beregne afstanden fra linjens faste punkt til planen.
Det er den samme som afstanden fra linjen til planen.

Hvis afstanden er O ligger linjen i planen. Prav f. eks. planen z=0 dels sammen med x-aksen
(x,y,2)=(0,0,0)+t(1,0,0) dels sammen med linjen (x,y,z) = (0,0,5) + 1 (1,0,0)

Opgave 3.3

Linje + Punkt
Der er giveten linje, L : (x,y,2) = (1,2,4) +t(3,2,1) og punktet P(6,7,8). Beregn afstanden fra P

til L og find P’s projektion pa linjen L. Bestem desuden en ligning for den plan der indeholder L

og P.

?F5¥HHD F TIL L :

55 4
raFaP = 1
3 -7 9
lmPaPlE
23
Al
14
OIST:
2314
OI=ST
2.434865733

Til linjen hgrer Py(1,2,4) og r=(3,2,1). Vi finder
PP=(554) og
rx ﬁ :nt(3,—7,5) , hvoraf

‘FxPO—ﬁ = /83 og Hzx/ﬂ
e

dist(P,L) = — :\/@:\/8:3:2,43
: 14 \14




EuEEDJ L =0: i Punktet P’s projektion pa linjen L kaldes Q, og dette punkt skal

FeF PrJ_r (71y| bestemmes. o

spldosiil T3 1det R,G  erprojektionenaf PG p& r fés - formel (71) -

B4 437 85| == PP-r- , . .
PQ=———r =(%%%) som lagt P,'skoordinatsat giver

r
Q=(#.%.%)
HEHNEM L O& F Ovenfor fandtvi rxP,P=n= (3-7,5), som ma vare
ar+bY+cZ+d=0 .
Ta.b.c.dr normalvektor, (a,b,c), til planen gennem L og punktet
L33 T P=(x,y,2)=(6,7,8) . Af ax+by+cz+d =0
isoleres og beregnes d=-(ax+by+cz) =-9, sa ligningen kan skrives
3X-7y+5z -9=0
Specialtilfalde: Hvis punktet P ligger pa linjen L, beregnes afstanden til 0, projektionen bliver
punktet P selv, en plan gennem L og P er ikke veldefineret (der findes uendelig mange), og

programmet udskriver "PAA LINJE” .
Prov f.eks. med x-aksen: (X,y,z) =(0,0,0) +t(1,0,0) og punktet P = (5,0,0)

Opgave 3.4 Plan + Plan
Bestem en parameterfremstilling for skeeringslinjen mellem planerne 4x +2y +3z+8 =0 og
4x +3y + 2z + 6 = 0. Beregn desuden vinklen mellem de to planer.

SEEEEEEIHJB ii  Danormalvektorernes krydsprodukt (4,2,3) x (4,3,2) =(-5,4,4)
E:,-,'f w2 Eg ikke er (0,0,0) er normalvektorerne ikke parallelle, og dermed er

4 94X planerne heller ikke parallelle. De skearer derfor hinanden i en
= linje.

8 203 -12-3% gkearingslinjens retningsvektor, r, ma vare vinkelret pd savel den
ene plans normalvektor, som den andens.
Krydsproduktet r = (4,2,3) x (4,3,2) = (-5, 4, 4) kan saledes
bruges som retningsvektor.
Som fast punkt sgger vi ét der foruden de to ligninger opfylder
x=0. Ved lgsning af to ligninger med to ubekendte findes y=-2/5 ,
z=-12/5, altsa (0, -2/5, -12/5)
Parameterfremstilling: (x,y,z)= (0, -2/5, -12/5) +t (-5, 4, 4)
TTHFEL: Vinklen, v, millem de to normalvektorer , ny og n, er

SO0M n—wekt, W ﬁin
ELLER 1aeo0 o018 v=cos (i =2) =15,09°
164, 90931458

Oone

L Dette er samtidig den ene (her den spidse) vinkel mellem planerne.
(Den stumpe er 180°—-v = 164,91°)

i
FAST PLMET:

—_—

N,

—_

n

Bemarkning: Hvis den beregnede retningsvektor r = n; xn, har 0 som fgrste-koordinat, nytter det
normalt ikke at seette x=0, nar et fast punkt skal bestemmes. | stedet bruges y=0 eller z=0. Find f.
eks. skaeringslinjen mellem planerne x-2y+z+2=0 og 2x+2y-z+3=0.

Specialtilfeelde: Hvis det beregnede krydsprodukt n; x n, bliver (0,0,0) , er normalvektorerne
parallelle, og dermed er ogsa planerne parallelle, eventuelt sammenfaldende. Programmet udskriver
"PARALLELLE. BRUG Plan+Punkt”

Ved at veelge et punkt i den ene plan, og beregne dets afstand til den anden plan (se opgave 3.5
nedenfor), far man planernes indbyrdes afstand, og ud fra den kan man konstatere, om planerne er
sammenfaldende eller parallelle.

Prgv f.eks. med planerne x+y+z+1=0 og 3x+3y+3z+17=0.

Hvis man ikke let ved hovedregning kan udvalge et punkt i den ene plan, sa se opg. 3.6 nedenfor,
hvor en plans skaering med akserne beregnes.



Opgave 3.5

Plan + Punkt

Givet planen med ligningen 4x + 2y +3z + 8 = 0 og punktet P(6,7,8).
Beregn afstanden fra P til planen, og bestem P’ s projektion pa planen.

SkARER LIM.J.FLAM:
Lk

EE%F‘ TIL PLAM:  Afstanden fra punkt til planudregnes ved at indsatte
43E0A. 29 (a,b,C,d)=(4,2,3,8) ]
+f’-DIﬂ_ T I (X1, Y1, 21) = (6,7,88 i formlend(78):
ax, + +Cz, +
dist(P, plany = e ooz +d] 4900 _ 15 999
va?+b?+c? 29
F_PROJ_PLAM: For at projicere P pa planen, betragter vi den linje, L, der gar
ITIH‘LTEH?EHHEH F gennem P(6,7,8), og hvis retningsvektor er planens normalvektor
T {6 7 2} n=(4.23).
£4 2 I L’ s parameterfremstilling er altsa (x,y,z)=(6,7,8) +t (4,2,3)
Projektionen er L’ s skaeringspunkt med planen. For at finde dette

indseettes linjens parameterfremstilling i planens ligning:
4 (6+4t) + 2 (7+2t) + 3 (8+3t) +8=0
Ligningen reduceres til

2q9| 29t=-70
= _g| som har lgsningen
t= - t=—22. Denne lgsning indszttes i linjens parameterfremstilling,
og vi far
Kok, agy|  Skeeringspunket (—15 83 22) som altsé er projektionen af P p&
= F FROJFLAM | den opgivne plan.

Specialtilfeelde: Hvis punktet P ligger i planen, bliver afstanden beregnet til 0, og projektionen
bliver punktet P selv. Prgv. f.eks. med planen z=0 og punktet P(5,6,0)

Bemarkning om fortegn: En afstand er altid positiv. Men i programmet udskives afstanden
sammen med et fortegn, idet teksten er ”+DIST” og det udskrevne tal er beregnet uden numerisk-
tegnet i formlens taeller. Det betyder at punkter pa den ene side af planen far udskrevet en positiv
veerdi, mens punkter pa den anden side far udskrevet en negativ vaerdi. Sadan er det lavet fordi man
somme tider har brug for at vide om to punkter ligger pa samme side eller pa modsat side af en
plan.

Opgave 3.6  Plan (+akser)
Givet planen med ligningen 4x + 2y +3z+ 8 = 0.
Beregn planens skaringspunkter med de tre koordinatakser.

AKSE-SKAER: x-aksen bestar af punkter af formen (x,0,0)

E,f -E E% Planens skering med x-aksen findes ved at seette y=0 og z=0 i
8 a8 'E;EE; planens ligning:

ax+b0+c0+d=0, dvs. ax+d=0, som giver x=-d/a, altsa
skeeringspunktet (-d/a, 0, 0) = (-8/4,0,0) = (-2,0,0) med de

aktuelle tal.

Tilsvarende findes skaringspunktet

med  y-aksen: (0,-d/b, 0) =(0,-4,0),

og med z-aksen: (0,0, -d/c) = (0,0, -8/3)

Specialtilfeelde: Hvis a, b eller c er lig nul, er den tilsvarende akse enten parallel med planen (hvis
d=0), eller indeholdt i planen (hvis d=0). Programmet udregner kun de regulaere skaringspunkter,
og er ikke til meget hjlp, hvis bade d og en af de andre koefficienter er 0. Pragv f.eks. x+2y+3=0
henholdsvis x+2y=0.




4. KUGLER,...
Opgave 4.1  Ligning

En kugle har ligningen x* + y? + 2> + 4x + 2y + 3z - 10 =0
Beregn kuglens radius og koordinatsattet for dens centrum

HEHYELFEE
an+bY+cZ2+d=A
A=74
B=72
C=23
O=7-161
Centruf

-2 -1 -2
Rz

&g

4. 153311931

x Oone

Ligningen x* +y*+z*+ax+by+cz+d=0

kan omskrives til

(X+2)2 +(y+2)? +(z+%)? =1(@° +b* +c?)-d

Hvis hgjre-siden er negativ, opfylder ingen punkter ligningen.
Ellers er der tale om en kugle med centrum

C=(-2,-2,-¢) ogradius R=,/%(a’ +b? +c?)—d

Med de aktuelle tal fas:

C=(-2,-1,-3/2) og

R= /% =4.15

Specialtilfeelde: Hvis den beregnede R=0 er der blot et punkt, nemlig C, der tilfredsstiller ligningen.
Hvis udtrykket Ya(a® +b*+c®)—d giver et negativt resultat, opfylder ingen punkter ligningen, og
programmet udskriver "TOM”. Prov f.eks. x> +y*+ 72+ 2x + 2y + 2z + 3= 0 henholdsvis
Xy + 2+ 2X+2y+272+4=0

Opgave 4.2

C + R + Linje

En kugle har centrum (6,7,8) og radius \/%
Beregn hvor linjen med parameterfremstillingen (x,y,z) = (1,2,4) +1(3,2,1) skerer denne kugle

CEHTELM
HETE
V=77
F=78
R=2I017-22
SERERING
At.z+Bt+C=A
TA-EB.C*
14 -58 115-2>
O=Bz-4A
144
t1 i
23514
Lz
552
SERER-FUHETER
183714 I7-7F 795
T17s2 71302

Linjens parameterfremstilling, x=1+3t, y=2+2t, z=4+t indsattes
I kuglens ligning, der reduceres.
(X-6)2+(y-7)2+(z-8)2-17/2=0

(L+31)-6)2+((2+21)-7)>+((4+1)-8)2-17/2=0
(3t-5)°+ (2t-5)%+ (t-4)*-17/2=0

(9-t*- 30-t + 25) + (4t - 20-t + 25) + (t*- 8t + 16) - 17/2 =0
14-£? - 58:t + 115/2 = 0

Denne andengradsligning har lgsningerne t=23/14 og t=5/2, og
nar disse indsattes i linjens parameterfremstilling fas de to
skeeringspunkter:

(8.2.%) og (7.7.%)

Specialtilfeelde 1: Hvis kuglens radius er mindre end afstanden fra centrum til linjen, skeerer linjen

ikke kuglen.

Det viser sig ved at den udskrevne diskrimininant D=B?-4AC fér negativ verdi. Prav f. eks. at
endre radius til 2 i eksemplet ovenfor.
Specialtilfeelde 2:Hvis kuglens radius er lig med afstanden fra centrum til linjen, tangerer linjen

kuglen.

Det viser sig ved at den udskrevne diskrimininant D=B*-4AC bliver 0, andengradsligningen har
kun én lgsning og kugle og linje har kun ét punkt feelles, “rgringspunktet”. (Programmet udskriver

to ens punkter). Prgv at &ndre kuglens radius til R:\/% i eksemplet ovenfor (dette tal er beregnet i

opgave 3.4).
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Opgave 4.3 C+R+Plan
Der er givet kuglen med centrum P=(6,7,8) og radius R=15, samt planen med ligningen
4x+2y+3z+8 =0

Beregn radius og centrum for skeerings-cirklen
AFST.F TIL FLAM::

ELE Afstanden fra

qap@E-2a) - centrum,

+-=0IST .
7o oagerzer| o lil planen
findes (se

opgave 3.5)

DIST = /%%
Ved hjelp af
Pythagoras Q
flndeS radiUS Rc CSkaerings»cirke Planen
i s
skeeringscirklen

Kuglen (snit gennem centrum,
vinkelret p& planen)

P

SRICEEk Radlust R =R?_DIST? =15° - 40 - 16
Re 1623723\ p - BB - 7,486
7. 425
Skeeringscirklens centrum, Q, er projektionen af kuglens centrum,
Feaer-Punkl o | P.paplanen. Efter mellemregninger (se opgave 3.5) fés Q =
= CIRKEL-CENTRUA (— 0 8 22)

Specialtilfeelde 1: Hvis kuglens radius er mindre end afstanden fra centrum til planen, skarer
planen ikke kuglen.

Prov f. eks. at &ndre radius til 10 i ovenstaende eksempel.

Specialtilfeelde 2: Hvis kuglens radius er lig med afstanden fra centrum til planen, tangerer planen
kuglen.

Det viser sig ved, at programmet udregner skeringscirklens radius til 0. Det som programmet
udskriver som “cirkelcentrum” er i dette tilfeelde raringspunktet, hvor planen tangerer kuglen.

Prov at &endre kuglens radius til R=,/42 i ovenstdende eksempel.

11



Vedr. Opgave 3,1 d (skeerende linjer)

Ved at folde langs den stiplede linje far man en rumlig model, der illustrerer, at skeeringspunktet, S,
mellem linjerne

L1 og L, er det samme som skeeringspunktet mellem L; og planen {3

(Plan B gar gennem P, med retningsvektorer r, og n=ry xr, . Efter foldning er B hgjre
halvdel af papiret.)

|

g: Plan B

ol
|
ln |

L. s > L
1 rl P | P " 2
1 2

Vedr. Opgave 3.1.c¢ (vindskave linjer)

Nar L; og L, er vindskave, kan man finde to punkter Q; og Q, pa hver sin linje, sa @ er
vinkelret pa bade L; og L, . Afstanden mellem Q; og Q; er den korteste afstand mellem L; og L .
Q1 bestemmes i programmet som skeeringspunktet mellem L; og planen 3

(Plan B gar gennem P, med retningsvektorer r, og n=ry xr, . Efter foldning er B hgjre halvdel
af papiret.)

Programmet beregner derefter Q, idet vektoren @er projektionen af vektor ﬁ pan

Den stiplede linje gennem Q; 0g Q2 siges at vare “den feelles normal” for de to vindskave linjer Ly
og L.

n
Plan 3
- ®
L rop | %
1 1 | n
I
I
I 9 > 1
ZE‘: 2 F’2 rz 2
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